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論文内容要旨
序
 三次元ユークリット空間R3に含まれる二次元球面及び平面でR2に薩交するもの全体から
 成る集合をΣとする。Σの元に関する反転を偶数回合成して得られるR'∪{。o/の変換をメビウ
 ス変換という。明らかにメビウス変換は上半空間H3=R2×(0,00)及びその境界CニCU{oo}ニ
 R2U{oo/を不変にする。メビウス変換の嚴3uCにおける作用はCにおける作用により一意に
 決定され,それは次の様に書かれる:
 ^az十b^
 C∋z一→∈…C,a,b,c,d∈C,ad-bc瓢1
 CZ十d
 故にメビウス変換全体から成る群M6bはSL(2,C)/{±1}と同一視できる。M6bの部分群Gが
 不連続に作用するCの点全体から成る集合をGの不連続領域といいΩ(G)で表わす,またC一
 Ω(G)をGの極限点集合という。
 M6bの離散部分群の極限点集合が三点以上から成るときその群はクライン群であるといわ
 れる。クライン群の不連続領域が空であるか否かによってそのクライン群は第一種,あるいは
 第二種であるといわれる。今後特に断わらないかぎり,単にクライン群といえば有限生成第二
 種クライン群のことをさすものとする。
 さてクライン群の性質を調べるには直接的な方法の他に間接的な方法がある。後者は既知の
 クライン群がら新しいクライン群を構成して,そのクライン群の性質を調べようとするもので
 あり現在知られているものには概ね次の三種類の方法がある。
 (王)擬等角変形。概知のクライン群rを擬等角変形して新しいクライン群Gを得る。すなわ
 ち,Cからそれ自身への擬等角写像がG薫wrw-iを満たす。
 (恥マスキットの組み合わせ定理。クライン群r、と魏が適当な幾何学的条件,すなわちマス
 キットの組み合わせ定理の仮定を満たせば,P1とr2によって生成される群は再びクライン群
 である。
 (m)クライン群の列の極限。クライン群Pとr、の間に型を保つ同型写像伽があるとする。
 すなわち輪は代数的同型写像で,すべてのγεrに対して動(γ)が放物的変換であるのはγが
 放物的であるときまたそのときに限るとする。たとえばFの擬等角変形r∋γ→WγW-1εwr
 w-1は型を保つ同型写像になっている。rの一つの生成系を{γt,……箕}とすれば,{侮(γ圭),
 一働(γk)}もまた1「,の一つの生成系である。もし倫(循)がSL(2,C)//±亙}から入る自然な
 位相によって,メビウス変換9jに収束するなら,gエ……9kによって生成されるメビウス変換群
 Gを得る。このときr。はGに収束するといわれる。
 本論文では第一章では(1)及び(II)の方法によるあるクライン群の構成を,また第二章と第
 三章では(IH)の方法によるものについて論ずる。
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 第一章マスキットの組み合わせ定理によるクライン群の構成
 クライン群rの,H3でのあるディリクレ基本多面体が有限個の双曲的平面によって囲まれて
 いるとき,rは幾何学的に有限であるという。まず次の定理を証明する。
 定理.クライン群Pは二つのクライン群r、とr2からマスキットの組み合わせ定理を用いて
 構成されたものとする。このときrが幾何学的有限であるための必要十分条件はr1と鶏が共に
 幾何学的有限であることである。
 この定理の証明の核心はPを擬等角変形して,ディリクレ基本多面体の一種であるフォー
 ド基本多面体の場合に問題を帰着させるところであり,そのとき次の定理が基本的役割りをは
 たす。
 定理。クライン群rが幾何学的に有限ならば,rを擬等角変形して得られるクライン群もま
 た幾何学的有限である。
 ところでアビコフ・マスキットによれば,``任意のクライン群は有限個の初等的群,擬フック
 ス群,退化群及びくものす群がらマスキットの組み合わせ定理を有限回用いることによって構
 成される"ことが知られている。また一方,初等的群及び擬フックス群は幾何学的有限で退化群
 は幾何学的有限でないことが知られている。故に次の定理を得る。
 定理.クライン群rが幾何学的有限であるためには,rは有限個の初等的群,擬フックス群
 及び幾何学的有限なくものす群がら,マスキットの組み合わせ定理を有限回用いることによっ
 て構成されたものであることが必要十分である。
 上で述べたことから次の定理を得ることができる。
 定理.退化群は有限個の初等的群及び擬フックス群がらマスキットの組み合わせ定理を有限
 回用いることによって構成できない。また退化群は初等的群及び擬フックス群の擬等角変形で
 は得られない。
 この定理は,退化群の研究が間接的な手段(1),(IDのみでは不可能であることを示し,ク
 ライン群の研究の本質的な難しさの一半は退化群の研究が依然未熟であることによることを暗
 示している。
 第二章クライン群の列の極限としてのクライン群
 クライン群の列の極限としてのクライン群については,従来は次の定理が知られているにす
 ぎなかった。すなわち,
 チャクロフの同型定理.クライン群rとr。の問に型を保つ同型写像があるとする。r。がメ
 どウス変換群Gに収束するとすればGとrは代数的に同型である。
 本論文では上の定理につづく結果として次の事実を証明した。
ぺ
 離散定理.チャクロフの同型定理と同じ仮定の下で,GはM6bの疎な部分群である。すなわ
 ち,Gは第一種かまたは第二種のクライン群である。
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 定理において,Gが常に第二種のクライン群になるであろうか?という問題については,答
 は否定的である。何故ならショットキー群を擬等角変形したクライン群の列で,不連続領域が
 空となるメビウス変換群に収束するものが存在することをチャクロフが示しているからであ
 る。
 第三章クライン群を締めつける変形による結果
 前の章では,クライン群の,型を保つ同型写像による像の列の極限のメビウス変換群という
 一般の場合について述べた。この章ではクライン群の具体的な特殊の擬等角変形の場合につい
 て論ずる。
 {αi}蕩を商空間Ω(r)/rの上の容認される閉曲線と集合とする。すなわち,αiは単純閉曲
 線でα星と角(王≦1<斎δ)は互いに素であり,～価性の定理によってαiから得られるrでの
 共役類τ(α1)が双曲的あるいは斜航的変換のみから成り,かつτ(α∂aτ(鴬)(1≦1<j≦q)は恒
 等変換のみから成るものとする。WmをWmrw討がメビウス変換群となるようなCからそれ自
 身への擬等角写像で,Ω(r)に含まれる任意のコンパクト集合Vに対してw。のVへの制限は
 K(V)擬等角であるとする。更にw,から自然に定義されるΩ(r)/rの擬等角写像をw.とし,Ui
 はα1を含む二重連結領域でUi～Uj=φ(1≦i≦1≦q〉なるものとするとき,w,(Ui)は/i<
 lZl<n}と等角同値であると仮定する。更にwガw、はある可測函数にほとんど至るところ収束す
 るとする。このときnが限りなく大きくなるならば,Fは/αl/轟に沿って締めつけられたとい
 う。この命名の由来はW・(α1)の双曲的計量による長さが零に近づくことによる。
 さてPを締めつける変形について二つの問題が起きる。
 (1〉Pが{α1}i皇土に沿って締めつけられるとき,w.r臨工はメビウス変換群に収束するか?
 もし,これが肯定的に解結されるならば,離散定理とアビコフの``三点条件"から,w謬w三'の
 収束するメビウス変換群はクライン群である。
 (ii)もしw.rwマがクライン群に収束すれば,それは実はPの擬等角変形で得られるのでは
 ないか?
 もしこれが肯定的に解ければ(1のの方法の有力な場合である締めつける変形は(1)の方法に
 含まれて,その存在意義を失うであろう。しかし実際はそうではないということを主張するの
 が次の定理である。rが擬フックス群の場合,この定理は玉970年にべ一ノレスが証明したが,我々
 はこの定響、が任意の第二種クライン群についても成り立つことを示した。
 定理.PはΩ(碧)/P上の容認される閉曲線の集合{αi}晶に沿って締めつけられるとする。こ
 のときすべてのγ∈U蕩α1についてtrace2w.γwマは4に収束する。
 すなわち,チャクロフσ)同型定理と上の定理からメビウス変換g二limw,γw三1は放物的変換
 である。一方γの固定点は二個あり,gのそれは一個であるから,g二wγw『'を満たす擬等角
 写像は存在しない。故にGはrを擬等角変形することによっては得られない。よって締めつけ
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 る変形は(1)の方法には含まれないことが示された。
 また(i)の問題を調べ次の結果をうることができた。すなわち,チャクロフの同型定理におい
 て,rのGの上への同型写像をψとするとき,もしrのある双曲的あるいは斜航的変換γのψ
 による像が放物的であるとき,クライン群Gはカスプであるということにすれば,つぎの定理
 が得られる。
 定理.rを階数pのショットキー群とし,その標準的生成系を{γ!,……怖}とする,/α1}島を
 Ω(P)/rの上の容認される閉曲線の集合に沿って締めつければ,w謬w三1は幾何学的に有限なカ
 スプGに収束し,Ω(G)/GとΩ(F)/r-U畠αiは位相同型である。
 さらに次の定理はマーデンが!977年に提出した問題への解答である。
 定理・ねじれの無いフックス群がΩ(め/rの上の容認される閉曲線の集合}α1}晶に沿って締
 めつけられるとする。このときw認w聡1はカスプに収束する。
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 論文審査の結果の要旨
 クライン群の理論は複素リーマン球面の自己等角写像全体のなす群の不連続部分群の研究を
 端緒として創まったものであり,それがリーマン面とその変形の理論に深くかかわっているた
 め最近盛んに研究されるようになった。一方クライン群は三次元半空間に作用するメビウス変
 換群の離散部分群の特殊なものとして把握することができることから,クライン群の研究は更
 に深いものになりつつある。
 本論文ではクライン群を半空間におけるメビウス変換群の離散部分群とみる立場にたって,
 性質のよく知られているクライン群がら性質が宋だ十分には解明されていないクライン群を構
 成し,かつそのクライン群の性質を明らかにすることを論じている。
 二つのクライン群がらMaskltの組み合せ法によってえられるクライン群Fは始めに与え
 られた二つのクライン群よりも複雑な性質をもつが,与えられた二つのクライン群が幾何学的
 に有限であることとrが幾何学的に有限であることとは同値であるという事実がFord多面体
 を利用することによってまず証明されている。その結果として,リーマン球面上の不連続領域
 が連結かつ単連結であるような,いわゆる退化群は有限個の初等群,擬フックス群がらMaskit
 の組み合せ法では構成しえないことが畷らかにされている。
 さらに与えられたクライン群との間に型を保つ同型写像を許すようなクライン群の無限列が
 メビウス変換群の一つの部分群に収束すれば,この極限の群は離散群であることが示されてお
 り・これは極めて興味深い結果である。またリーマン面の変形に対応するフックス群の変形に
 よって新しくクライン群を構成しかつその性質を調べることがなされ,いくつかの重要な結果
 がえられている。
 なお参考論文においてはある種のクライン群の極限集合の性質が論ぜられている。
 以上本論文でえられている結果はクライン群の理論の進展に重要な寄与をしたものであっ
 て,理学博士の学位論文として合格と認める。
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